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Studie zu Kraften an Grenzflachen in Feldern

1 Die Spannung an Grenzflachen in Magnetfeldern

Die Energiedichte eines magnetischen Feldes ist bei Stoffen mit konstanter Permeabilitdt gegeben

durch [2]

w:lB-H:lB-H (L.1)
2 2

Die Energiedichte w ist eine skalare Gro3e und hat die Einheit

[B-H]= VsA_Ws

2 3
m m m

Dies kann man aber auch als Kraft pro Flache schreiben:
[B-#]=2% =

2
mm
Nach dieser Interpretaion herrscht im magnetischen Feld ein Druck, d. h. Energiedichten haben die

Einheit des Drucks. Diese mechanische Spannung ¢ wird auch als Maxwellspannung bezeichnet.

An den Grenzflachen von Medien mit unterschiedlicher Permeabilitit subtrahieren sich die mecha-
nischen Spannungen [1]. Unabhéngig vom Feldverlauf wirken die Spannungen stets senkrecht auf
die Grenzflache. Es sei nj, der Normalenvektor auf einer Grenzfldache, der von einem Gebiet mit
der Permeabilitét x; in Richtung eines Gebietes mit einer kleineren Permeabilitit u, zeigt, dann
wirkt die resultierende Spannung in Richtung von ny;.

1
GIZZEBI.HI_BZ'HZ.HIZ (1.2)

In dieser Form ist o), eine VektorgroBe. Bei g > 1, zeigt die Spannung vom Gebiet 1 nach 2. Die
Richtung der Felder spielt dabei keine Rolle. In technischen Fragestellungen ist es aber manchmal

vorteilhaft, Tangential- und Normalkomponenten der Felder zu unterscheiden, d. h. man definiert
Spannungen mit Normalkomponenten

1
GnlzzaBnl-Hnl—an-an ‘n,, (1.3)

und mit tangentialen Komponenten

. 1
612:E|Bt1'I—[tl_Bt2'1_1t2|'nlz (14)
Fiir die normalen und tangentialen Komponenten von B und H gelten die Stetigkeitsbedingungen

B, =B,=B, B, =B, H,=H,=H

t

wH  =uH, , sowie uH=8 (L1.5)

Damit erhilt Gl. 1.3 fiir die Normalkomponenten von folgende Form:

1 1 1 1 1

¢'n=—|B,H, —B,H,|'n,=— Bn(Hnl _anj'nlz =7 an(___J RUP) (1.6)
2 2 2 M Hy

Nach Auflosung des Betrages und mit und 4 > u, ergibt sich:

6" =Lt s g2 (1.7)

2,
Die Entwicklung fiir die Tangentialkomponenten folgt dem gleichen Schema:

, 1
G 12 :E(BtlHtl _Bzszz)'nlz (1.8)
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und mit H,, = H,, = H, von Gln. 1.5:

1
' = EHz(le - Bzz)'nlz (1.9)
Mit den Gln. 1.5 hat man:
g =Bo_Bo und B,=%2B
H H, H
und kann fir Gl. 1.9 schreiben:
B —
o' =1 —“(B,l—&B”] -nlz:l“l—f’wﬂz-n12 ( 1.10)
2\ Hy 2

Die Gesamtspannung ist die Summen der Anteile der Gln. 1.7 und 1.10, die beide in Richtung von
n;; weisen. Man erhalt:

1 _ _
G, =0y, TG, = E{’u)lu ﬂ,uz an + ﬂllu 2'uz lez} Iy, (1.11)
1y 1
2
G Ll B, +u, By ny, (1.12)
2w, 1

Diese Gleichung kann mit B, = 4H,, = u,H , und B, = yH,, = 1, H,, gemdl Gln. 1.5 auch ein-
facher mit Hilfe der Feldstarke H geschrieben werden:

1
O, :E(Iul_ﬂZ){HannZ-l_th}'an (1.13)

Die Richtung der mechanischen Spannung ist, wie schon erwihnt, stets senkrecht zur Grenzflache.
Abschliefend wird der hdufig vorkommende Fall einer Grenzflache zwischen Eisen und betrachtet.
In diesen Fall ist g, = u,, 1, die Permeabilitit von Eisen mit der relativen Permeabilitéit uFe und

M, = 4, derjenigen von Luft. Aulerdem wird die Schreibweise B, =B ,, =B, und B, = B,.,
verwendet.

Fiir Gl. 1.12 ergibt sich damit:

1 - B’
o, _ L Hrety — My Bmz +py—te— b, (1.14)
2 g oty Hieldy
und schlieBlich
2
clzzl’u”—_l BnFeerlgt# ‘n,,. (1.15)
2 ILIF(:'ILIO /'lFe

Gl. 1.15 zeigt, daBB Tangentialkomponenten der Felder um den Faktor 1/up. schwicher wirken als
die Normalkomponenten. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich mit pg. >> 1. Fiir diesen Fall sind
die Komponenten von Gl. 1.14 im Kapitel Magnetische Krdfte in [5] angegeben.

2 Grenzflachenkrafte iiber Stref3tensor

Der Maxwellsche Stress Tensor [3] bietet die Moglichkeit, Krifte elektrischer und magnetischer
Felder zu berechnen. Der Tensor ergibt sich aus der Lorenzkraft und den Maxwellschen Gleichun-
gen.

Betrachtet wird eine Grenzflache zwischen zwei Nichtleitern mit den Dielektrizitdtskonstanten g,
und &, im elektrischen Feld. Um die Grenzfldche wird eine kleine Hiillfliche gelegt, die oben und
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unten die Fldche 44 besitzt, wihrend die Seitenflichen so schmal sein sollen, daf} sie vernach-
lassigbar sind. Die Hiillfliche wird im oberen Bereich durch die Feldstirke £ durchsetzt im Winkel
a; zur Normalen. In Bild 2.1 sind » und ¢ die Einheitsvektoren in Normal- und Tangentialrichtung
zum oberen Flichenelement.

En1
AF o AF,
2(11
AFn‘1
€1
>
AF
Ew=Ep=E
82 €] En1= & En2

Bild 2.1: Felder und Krifte an einer Grenzflache mit g, > g,

Infolge des elektrischen Feldes E entstehen an der Grenzfliche Krifte, die mit dem Maxwellschen
Strefftensor berechnet werden konnen. Dieser Tensor lautet im ebenen Fall von Bild 2.1

E’ g EE,
T=¢- 2 (2.1)
EE E’ —%Ez

Darin sind £, und E, die Feldkomponenten von E in tangentialer und in normaler Richtung.
Die Kraft infolge des Feldes kann berechnet werden, indem das Integral {iber den Tensor iiber eine
geschlossene Hiillflache gebildet wird:
F= § TdA dA =ndA (2.2)
A

Die Auswertung des Integrals reduziert sich auf ein Produkt, wenn die Flachen klein genug gewéhlt
werden. Im Gebiet 1 hat die Hiillfliche die Form

0 0
AA,| = und im Gebiet 2 AA, = (2.3)
A4 —AA

Fléchen in tangentialer Richtung sollen so klein sein, da3 sie vernachléssigt werden konnen. Die
Kraft 148t sich dann beschreiben durch

AF = { TdA = AF, + AF, = TAA, + T,AA, (2.4)
A

Kraft auf die Fliche AA im Gebiet 1
Die Kraft auf das Flachenelement im Gebiet 1 hat die Grofe
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2 1
Etl _EEZ EtlEnl 0
Ez

AF, = ¢
A4

2 1
-

EnlEtl En

Man erhélt also den Kraftvektor
i E t1 E nl AA

AF, =¢, (Enf —%EIZJAA

Mit den Einheitsvektoren geschrieben hat die Kraft die Form
AF, = §E E, AA-T + gl(Enf ~ % ElszA i

Die Tangentialkomponente ist also

AF, = ¢E,E, A4

24.07.23

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Mit dem Winkel «; zwischen Feldstirke und Normale nach Bild 2.1 146t sich das umformen zu

AF,

. 2 . 1 2 .
w=&E cosaEsina, - A4d=¢g E sing cosa, - A4 = EEIEI sin2¢, - A4

Dabei wurde von der trigonometrischen Formel
sin2q =2sina cos
Gebrauch gemacht.

Die Normalkomponente lautet

AF,, ZEI%(E ’ _Etlz)'AA

nl

Deren Umformung ergibt

n

AF, =g %(El2 cos’ a, — E,” sin’ al)- Ad = %glEl2 cos2a, - A4

mit der geometrischen Beziehung
cos2a, =cos’ @, —sin’ ,

1.7 Kriifte und Drehmomente 67

Abb. L46 Zur Bildung der
Fliichenspannung i, wirkend
im Flichenelement dA der
{geschlossenen) Hiillfldche. 3

Der Betrag von p ist durch Tangentialebene
Gl. (1.108) bestimmt; j liegt
in der vom Feldvektor und
der Fliichennormalen i
aufgespannien Ebene, die
Richtung entsteht durch
Klappen von i1 um den
Feldvektor

H, B

-7
=

Hiillfldiche im Feld-
rawm mit konstanter
Permeabhilitdt

Bild 2.2: Abbildung aus dem Buch von Ekkehard Bolte [4]

Der Betrag von AF4 hat die Grof3e
2 2
AF’ =AF’+AF ’ = [%glEf sin 2¢, - AA) + (gl %Eﬁ cos2q, - AA)

2

2
AR = (% ‘91E12AAJ (Sinz 2a, +cos’ 2a, )2 B (%EIEIZAAJ

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



E. Kunze Studie zu Kriften an Grenzflachen in Feldern 24.07.23

AF, =%€1E12AA (2.14)

Mit den Gln. 2.9, 2.12 und 2.14 wird ersichtlich, dal3 der Vektor AF; gegen die Normale um den
Winkel 2a; verdreht ist, wie Bild 2.1 zeigt. Dies erklért das Bild 1.46 aus dem Buch von Bolte, da
der Streftensor fiir magnetische Felder ganz analog zu dem der elektrischen Felder aufgebaut ist.

Krafte auf das Flichenelement im unteren Halbfeld

Im unteren Halbfeld ist die Flachennormale nach unten gerichtet

0
—AA
Die Kraft ergibt sich daher aus der Beziehung
1
AF Be' =yl Bk { 0 } KSun ey (2.15)
2= & : =& 2 20" :
1 — A4 E ~——F
EE, Ezzz - EEzz oo

Die Tangentialkomponente betragt also
AF, =—&,EE ,AA4 (2.16)

t—n2
Dies 146t sich mit Gl. 2.10 wieder umformen zu

AF,, =—¢,E,sina, E, cosa,A4d = —%ngzz sin 2a, (2.17)
Die Normalkomponente lautet
AR =-e (B2 B) 4 (2.18)

und ergibt mit GI. 2.13 umgeformt
AF, =—¢, %(Ej cos’ a, — E,” sin’ az)- A4

n

AF , = —gZ%Ej cos2a, - Ad (2.19)
Wie zuvor bedeutet das in Vektorschreibweise

AF, = AF,f + AF ,ii = —%ngj sin2a, -AA-f —%ngj cos2a, - AA-7i (2.20)
Der Betrag von AF2 ergibt sich zu

AF, =/AF,’ + AF )} :%ngzzAA (2.21)

Die Gleichungen 2.17, 2.19 und 2.21 besagen, dal3 auch der Vektor AF, um den Winkel 20, gegen
die Normal verdreht ist, wie es Bild 2.1 zeigt. Zwischen Gl. 2.19 und Bild 2.1 scheint ein Wider-
spruch zu bestehen, da die Normalkomponente von AF, ein negatives Vorzeichen hat, aber im Bild
positiv erscheint. Das Vorzeichen von cos2a, kehrt sich jedoch um, sobald a2 > 45° ist.

Resultierende Kraft am Grenzflichenelement

Die resultiertende Kraft an der Grenzflache ergibt nach Gl. 2.4 sich aus der Summe von AF1 und
AF>.

AF = AF, + AF, =

t—n2 t

. . 222
6.E,E, AT +51(En12 —%EfjAA-ﬁ—ngE Ve —gzé(Enj _E i (2:22)
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Die resultierende Kraft in Tangentialrichtung mit £, = E, = E, ist:
AF, = AF, +AF,, = ¢ E,E, A - &,E,E,,Ad=(¢,E, —&,E,,)E,A4, =0 (2.23)

t~—nl

da die Kontinuititsbedingung ¢,E,, = ¢,E,, gilt.
Als resultierende Kraft in Normalenrichtung erhélt man

AF. = AF ji+ AF,ji = &, %(Enf —E*ii-e, %(E,,j — B Adii

t

{ (2.24)
- EAA(glEnlz 6B} —5,E,} +&,E )i
AF, :%(glEnlEnl -&E,E, +(‘92 —& )EIZ)AAﬁ :%((%Enl %E}ﬂ —& ?EnlEHZ +(52 —& )EtZJAAﬁ =
| P
1 -
E((gz _gl)EnlEnZ +(52 —& )Etz)AA”
AF, = (e, — & \E, By + B - Ad-i = ( SE LB | Adq 2
n_Eé‘Z_gl wilopy T £, ) 'n_E‘gz_é‘l 6‘_ m TL |"Ad-n (2.25)
2

Die resultierende Kraft in Tangentialrichtung verschwindet also, und es verbleibt die Normalkraft
senkrecht zum Flidchenelement. Diese Kraft ist nach oben gerichtet, wenn &, > ¢, gilt. Das ist z. B.
der Fall, wenn das Gebiet 1 aus Luft besteht und das Gebiet 2 aus Kunststoff mit g, > ¢ .

Die mechanische Spannung an der Grenzflache ist gegeben durch
AF, 1 -
o, :ang(g2 —gl)(EnlEnz +E,2)-n (2.26)

n

Dies ist analog das gleiche Ergebnis, das mit Gl. 1.13 fiir die magnetischen Felder gefunden wurde.

3 Kirifte an Grenzflichen nach Kiupfmiiller

Im Abschnitt 14.3 des Buches von Kiipfmiiller [2] werden Krifte an Grenzflichen zwischen Nicht-
leitern in elektrischen Feldern berechnet. Da die Darstellung nicht als transparent erscheint, wird die
Herleitung hier iiberarbeitet. Zunichst gehdrt zu dieser Uberarbeitung, daB in der Grafik ein kleine-
rer Winkel a; gewéhlt wird, damit der Kraftvektor AF,1 nach oben gerichtet ist, wie der Text des
Buches behauptet.

/ AF
AA cos o4 9

AA sin a4

Bild 3.1: Kraftwirkung auf ein Fldchenelement AA an einer Grenzfldche
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Betrachtet wird ein Flachenelement 44 an der Grenze zwischen zwei Nichtleitern mit den Dielek-
trizitdtskonstanten €, und &,. Die Einheitsvektoren # und ¢ geben die Normal- und die Tangential-
richtung zum Flédchenelement an.

Im Gebiet 1 existiert durch das Feld £¢ bedingt die mechanische Spannung c1.

alzée-Elz (3.1)

Die Feldstarke £ wirkt unter dem Winkel a; gegen die Senkrechte auf das Flichenelement 44. Die
Betrachtung geht davon aus, daf in Richtung des Feldes E; eine Langskraft AF;7 (in das Gebiet hin-
ein) sowie senkrecht dazu eine Querkraft AF,; wirken. Diese weist vom Gebeit 1 weg. Fiir den An-
satz dieser Krifte wird keine Begriindung angegeben. Die Zerlegung eines Vektors in diese Kom-
ponenten ist jedoch nicht verkehrt. Die Kréfte haben bedingt durch die wirksame Flache von 44
(siche rotes Dreieck in Bild 3.1) die GroB3e
AF, =o0,A4Acosa, und (3.2)
AF,, =o0Adsing, (3.3)
Beide Krifte setzen sich zu einer Resultierenden AF'y zusammen, d. h.
AF! = AF,’ + AF,* =(0,A4)’ cos” a, +(0,A4) sin” &, = (0,A4)’
Diese Resultierende hat also wie in Gl. 2.14 den Betrag

1
AFlzo-lAAzgg-EleA (3.4)

Aufgrund der Ahnlicheit des Kriftedreiecks mit den Kanten 4F 7, AF)1, AF ;1 zum roten Fldchen-
dreieck betriagt der Winkel von 4F1 zu E¢ ebenfalls a;, und ist damit der gleiche Winkel, wie ihn £
zur Normalen hat.

Die Normalkomponente ist im Bild 3.1 nach oben gerichtet und betragt
AF, | = AF,sin(90° - 2a,) = %g -E A4 cos2a, (3.5)
Die Tangentialskomponente von AF' ist nach rechts gerichtet und lautet
AF, = AF, cos(90°—2a1)=%5-E12AAsin 2a, (3.6)

Die Gesamtkraft AF4 bildet mit der Normalen der Grenzflache den Winkel 2a. Der Winkel mit der
Normalen wird durch die Richtung von E; halbiert. Vektoriell kann man schreiben:

B L1 L1 . .
AF, = AF,, ji + AF,f :55-E12 cos 2a,A4-ji +55-E12 sin 20, A4- (3.7)

Entsprechende Krifte wirken im Gebiet 2 von der anderen Seite auf 44. Dazu werden im Buch kei-
ne Einzelheiten angegeben. Im Folgendem wir der Versuch unternommen, die fehlenden Informa-
tionen nachzuarbeiten.

naA

Bild 3.2: Krifte und Felder im Gebiet 2 fiir €2 > ¢l
7
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Die Darstellung von Bild 3.2 geht davon aus, dal ungefdhr ¢, =3¢, gilt. Die Feldstarken wurden
aufgrund der Kontinuitdtsgleichungen an Bild 3.1 angepal3t. Diese sind

&-E,=¢6"-E, (3.3)
E,=E,=E, (3.9)
Aus Gl. 3.8 ergibt sich dann E,= 3 E, 2. Die Feldstarke £ verlduft hier unter dem Winkel o, gegen
die Normale. Dieser Winkel findet sich im roten Flachendreieck wieder. Dieses ist dhnlich zum
Kriftedreieck, in dem daher ebenfalls der Winkel o, auftritt. Uber Wechselwinkel an Parallelen er-

gibt sich, dal a, auch der Winkel zwischen AF> und E, ist. Wie zuvor ist also die resultierende
Kraft AF, gegen die Normale um den Winkel 2a, verdreht, der durch E; halbiert wird.

Damit sich diese Konstellation ergibt, muflte die Léngskraft 4F}; in Gegenrichtung zu E angetragen
werden. Wie in Bild 3.1 weist sie damit in das Gebiet hinein. Die Querkomponente AF,, steht senk-
recht auf £, und weist vom Gebiet 2 weg.

Der Betrag von AF’; hat, ganz analog wie zuvor, die Grofle

AF, =0'2AA=%¢92E22AA. (3.10)
Die Komponenten von 4F2 in Normal- und Tangentialrichtung sind

AF, = AF, sin(2a, —90°) = —%ngjAA cos2a, (3.11)
und

AF,, = —-AF, cos(2a, —90°) = —%ezEzzAA sin 2, (3.12)

Die Komponente AF,,» in Gl. 3.11 ist nur dann negativ, wenn 2a; < 90° ist.
Der Vektor AF, lautet damit
. - 1 o1 ) -
AF, = AF i+ ARl ===, -E,” cos2a,Ad-ji -8 -E,’sin2a,Ad (3.13)

Um die resultierende Gesamtkraft AF an der Grenzschicht zu finden, kann man zunichst die Kom-
ponenten addieren. Es ergibt sich fiir die Tangentialkomponenten:

- - -1 . -1 . ~
AF -f =AF,-T +AF, -1 =551EKA1<151112051 1 —EngzzAAsm2a2 1 (3.14)
Mit sin 2a = 2sina cos ¢ 148t sich dafiir schreiben
AF, -f =(g,E, sina,E, cosa, — &,E, sina,E, cosa, JAAd-{ (3.15)

Aus den Bildern 1 und 2 liest man ab:
Esina, =E,

E cosa, =F,

E,sina,=E,

E,cosa,=E,,

Damit erhilt man

AF, T =(8,E,E, —&,E,E,, )M T (3.16)
Mit den Kontinuitdtsbedingungen fiir die Grenzflichen nach den GIn. 3.8 und 3.9 ergibt sich
AF, -1 =(gE, —&E, )EAA-T =0 (3.17)

Die Tangentialkomponenten heben sich also auf. Fiir die Normalkomponenten folgt dagegen

_ .1 o1 _
AF, = AF, n+AF ,n :551 -E’AAdcos2a, -ii —56‘2 .E,’Adcos2a, - ii
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Mit der trigonometrischen Beziehung cos2a = cos” a —sin” o folgt

1 .1 . -
AF, = 2% -(E12 cos’ o, — E,” sin’ al)AAn -5 .(Ez2 cos’ o, — E,” sin’ az)AAn

Mit Blick auf Bild 3.1 und 3.2 wird daraus
AF, = %‘91 -(Enl2 - Etlz)AA 7 —%gz -(Enz2 - E,j)- Ad-ii

Ausklammern von Termen ergibt
1 [ 2 2 2 2 -
AF, :E_gl '(Enl -E, )_‘92 '(Enz -E, )AA”

Mit den Kontinuititsbedingungen der Gln. 3.8 und 3.9 wird daraus
1

2
AFn :5 (82 —81) 'Etz + glEnlz - 82 .iZEnlz:|AA ' ﬁ
&

Dies kann weiter umgeformt werden:

2

AF, =L (e, =) B +| 6 2 |E.? Ad-i

2 £,

1 i 2 & 2 -
AF, =—|(&,—€)-E +(52 _‘91)_En1 Ad-n

2| £,
Damit erhilt man schlieBlich das bei Kiipfmiiller angegebene Ergebnis.
AF, = 1(s, —gl)-(Ef +ﬁEnfj ‘AA-7i

2 &,

Dieses stimmt mit Gl. 2.25 aus Abschnitt 2 Uiberein.
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S Nachtrag A

Die bei Kiipfmiiller verwendete Zeichnung E
\AF” Eni
a
& AA o AF¢
; = -
]
AA cos a; —\ : Eqa t

/ AF1\ 1A

& AA sin 04 1 n1
(151
AF g1



